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作者簡介 

 

我是蔣馨慧，來自台北市，目前就讀北一女中三年級。很榮幸能夠參加這場盛

會，和大家互相交流、切磋。在探索遊戲模型時，能夠幸運地和數學交會，是我至

今最大的幸福。儘管研究中偶遇瓶頸，但這兒的數學卻少了點考試的壓力，多了些

追根究柢的精神。在反覆研究中，自己也看見了數學不一樣的面貌。希望大家也都

能在生活中享受數學的樂趣。 
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摘要 

  本研究為一迷宮遊戲和旋轉方塊所組合成的問題。在給定行列數的可旋轉方塊上，置入

「路」和「橋」，指定起點，並透過方塊的旋轉改變路徑，探討所有可能到達的終點以及抵達

各終點的最短路線數。 

  此研究中，首先透過問題簡化和圖形討論，發現旋轉方塊以迴圈和無法繞行的路線（構

造 S）交錯形成，得到所有可能的終點位置。接著，整理所有簡化圖形的規律，利用加法原理

推算出最短路線數。透過找出圖形對稱特性，得到不同終點之最短路徑數的關係。而後將不

同規格的旋轉方塊的最短路線數關係，以遞迴關係式表示，並且找出其生成函數，希望透過

生成函數得到最短路徑數的一般式。研究時，我們不僅發現不同規格之最短路線數生成函數

的關係，從而能探討每一規格的最短路線數。更進一步發現無論方塊行數取至極限時或方塊

行列數相同時，其最短路徑數的數列與卡特蘭數列（the Catalan numbers）有關。 

Abstract 

This study is based on the combination problem of mazes and rotating bricks in which we hope 

would spark a more challenging game. As we created the rotating bricks, we inserted roads, defined 

bridges, and assigned the starting point. While the rotation of bricks alters the routes, this study 

discussed the possibility of the ending point and the number of the shortest routes in different scales 

to reach each destination.    

In this study, we first transformed the complicated model of roads and bridges into arrows. Through 

graphs simplification, we could also summarize our problems of the possible ending points. In 

addition, as we discovered structure S (certain routes in which one point in it could not reach the other 

point on its diagonal side) and loops, we were able to confirm where the possible ends are.  

Next, we drafted down different scales of the model and learned their patterns. Through 

symmetrical changes of graphs, we proved the relation in the shortest routes to each destination and 

continued our study by discussing only one destination. We estimated the number of the shortest 

routes with addition principle and learned their recurrence relations using Mathematical Induction. 

Furthermore, we also hypothesized their generating functions to learn their power series and found 

the formula of each shortest routes. With mathematical induction, we learned the recurrence relation 

of different scales and could calculate the shortest routes to each destination in each scale.  

At the end of our study, we also found that whenever the scale reaches the infinity or the column 

and the row are identical, the sequence of the shortest routes relates to the Catalan numbers. 
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壹、 前言 

一、 研究動機 

    透過將相鄰方塊特定稜邊連接，如【圖一】。而市面上亦常見迷宮桌遊供孩童開發腦

力，如【圖二】。其透過道路組合（如【圖三】）設計迷宮，讓給定的起點和終點有可行

的路線。為增加其挑戰性，我們結合兩者設計旋轉方塊，如【圖四】。然而，為設計遊戲，

我們便需要知道如何給定起點、終點以及如何編排道路。因此，此研究即想瞭解不同規

格的旋轉方塊上，若給定起點，終點位置所在及其最短路線方法數分別為何。 

  

【圖一】相鄰方塊以一稜邊相接。旋轉

一個時，其餘會一起旋轉。 

【圖二】 可改變 路線 的桌遊迷 宮遊戲

《MAGIC FOREST》 

    

【圖三】道路 【圖四】旋轉方塊：將【圖一】與迷宮

遊戲結合成可移動的迷宮遊戲。 

二、 研究目的及研究問題 

(一) 探討旋轉方塊中，可做為終點的位置。 

(二) 探討旋轉方塊中，由起點到各終點的最短路線方法數。 

(三) 探討旋轉方塊中，最短路線數的遞迴關係與生成函數。 
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貳、 研究方法與過程 

一、 名詞定義與規則 

(一) 土地：以此命名每一個方塊。 

1. 規格：橫向為列，縱向為行，命第一列第一行的土地為 11B 。以 m n 階土地

表示旋轉方塊土地有 m 行、n 列。其中僅討論 ,  2m n  。 

2. 轉動：以左上角方塊的旋轉方向形容整個模型的轉動。由於其相接點（如圖

的 A、B、C、D 點）不可分離，得知模型可以順、逆時針旋轉。如下圖 2 2

階土地： 

 

           【順時針旋轉】                     【逆時針旋轉】 

(二) 道路：土地上的線為道路，其中路線以縱向道路開始。如【圖五】。不同土地上

的道路排列依序以縱向、橫向交錯。在本作品中，左上角土地的道路為縱向。 

(三) 橋： 

  土地旋轉使道路連接，過程中連結兩道路的端點線段稱為「橋」。如【圖五】中，

順時針旋轉後，點 E 連接點 G，等同在 E、G 兩點間畫一條虛線連結。此虛線即為

「橋」。同理在點 F 和點 H 亦然。因此討論圖形如【圖五】。 

【圖五】 
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(四) 起點、終點與移動規則 

1. 起點：每塊土地上的道路端點，經過土地旋轉，均無法再和相鄰土地上的道

路連接者，可做為起點。在後續觀察中，我們得知位於旋轉方塊左上角、右

上角、左下角和右下角的點可做為起點。而在本作品中，我們令左上角的道

路端點為「起點」。 

2. 移動規則﹕移動時，只能沿著道路或橋移動，且不可重複已經過的路徑。離

開一道路後，可以順時針或逆時針旋轉，但必須在一次旋轉後進入另一條道

路。因此必須「路橋相間」地移動。     

3. 終點：由起點出發，依照移動規則，經過土地旋轉，無法再和相鄰土地上的

道路連結的道路端點，稱為「終點」。 

    以 2 2 階旋轉方塊為例。在點 G 若選擇橫向的橋通往點 H，可移動到左下

角的終點，如【路線一】。而在點 G 若選擇縱向的橋通往點 E，則可到達右上角

的終點，如【路線二】。 

     

              【路線一】               【路線二】 

二、 觀察與發現 

    為方便討論，我們首先省略土地邊界，分別以實線和虛線表示路和橋，如【圖六】。

由於不可重複已經過的路徑，我們將每條道路以一點表示，並命名每塊土地 mnB 中左下角

的點為 mnL 、右上角的點為 mnR ，以其分別代表兩條道路。如【圖七】中， 11B 內左下角的

點為 11L 、右上角的點為 11R 。因移動規則，我們可畫出連接兩點的箭頭方向，而往後說明

書中的討論我們皆以左下點 mnL 和右上點 mnR 連接圖表示整體圖形，如【圖八】。 
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   另外，由於路和橋的連接，可知位於右上角的 1nR 、左下角的 1mL 、以及右下角 mnR （當

m n+ 為偶數時）或 mnL （當 m n+ 為奇數時）等三點有機會成為終點。因此，我們將問題

簡化為：「在 m n 階旋轉方塊中，以 11L 為起點， 1nR 、 1mL 、 mnR 或 mnL 等三點是否能為終

點」。 

      

  【旋轉方塊初始圖】     【圖六】省略土地邊界 【圖七】左下右上點示意圖 

    

  【圖八】左下右上點連接圖 

三、 終點位置 

(一) 2 2 階旋轉方塊 

                【圖九】 

由【圖九】可知，通往右上角終點 12R 有一路線： 11 21 11 12   L R R R 【路線一】；通往

左下角終點 21L 有一路線： 11 21 22 21   L R L L 【路線二】。 

【路線一】 【路線二】 【構造 S】 
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  而通往右下角終點 22R 則得知：由 11L 出發必經 21R ， 12L 是通往終點 22R 的必經點。

但因行走方向唯一，無法由 21R 走至 12L 。因此由 11L 出發無法到達終點 22R 。 

結論：在 2 2 階旋轉方塊中，由 11L 出發為起點，終點只能是 12R 或 21L 。 

為方便之後的討論，命名由四個兩兩相連的箭頭組成的四邊形為構造 S，如四邊

形 11 21 22 12R R L L 為一構造 S。由於構造 S 中，兩兩箭頭若非來自同一點即是指向同一

點，因此任一點無法走到其對角線上的另一點。例如： 21R 無法走至 12L 。 

(二) 2 3 階旋轉方塊 

    【圖十】 

    由【圖十】可知，通往右上角終點 13R 有一路線： 11 21 11 12 13 23 13      L R R R L R R 【路線

一】；通往左下角終點 21L 有一路線： 11 21 22 21   L R L L 【路線二】。 

          

              【路線一】          【路線二】         【順時針迴圈】  

    而通往右下角終點 23L 時，除了構造 S，還發現一順時針迴圈 11 12 13 12   R R L L 。我

們定義如迴圈，由任意點進入後，可不更改運行方向地沿著迴圈路徑重回此點，亦

可離開此迴圈。由於遊戲限制不可重複已經路徑，因此箭頭為單一方向。如四邊形

11 12 13 12R R L L 等為迴圈。 

    我們可以觀察到【圖十】中有兩個構造 S： 11 21 22 12   R R L L 和 12 22 23 13   L R R L 及一個

順時針迴圈 11 12 13 12   R R L L 。此迴圈僅能由 11R 進入。由圖得知，與終點 23L 相連的點唯

有 22R ；而其餘與 22R 相鄰的點只有 12L 和 23R 。由於 12L 和 23R 位於同一順時針迴圈，

所以只有經過 13L 才能抵達 12L 和 23R 。但因為 12 22 23 13   L R R L 為一構造 S，因此經過 13L

後，無法抵達位於對角線上的 22R 。即未有路線抵達 22R ，無法以 23L 為終點。 
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結論：在 2 3 階旋轉方塊中，由 11L 出發為起點，終點只能是 13R 或 21L 。 

(三) 3 3 階旋轉方塊 

    由 【 圖 十 一 】 可發 現 三 個 迴 圈 ，分別 是 兩 個 順 時 針 迴圈 11 12 13 12   R R L L 、 

31 32 33 32   R R L L 及一個逆時針迴圈 12 22 32 22   L L R R 。 

    

【圖十一】 

    以 11L 為起點，通往右上角終點 13R 有一條路線： 11 21 11 12 13 23 13      L R R R L R R 【路線

一】；通往左下角終點 31L 有一條路線： 11 21 22 21 31    L R L L L 【路線二】。 

                

              【路線一】            【路線二】      【逆時針迴圈】 

    而我們無法以 33R 為終點，說明如下： 

    以 11L 為起點出發後必經 21R ，而接續 21R 可行經 11R 或 22L 。但無論行經上述兩點，

若不接續走路線一或路線二，都會進入一順時針迴圈。且一進入迴圈後，即會通往

下個迴圈。舉例而言：從 21R 選擇行經 11R 進入迴圈 11 12 13 12   R R L L 後，在 13L 、 12L 都會

遇到兩條路線的選擇。而 13L 、 12L 的兩條路線中皆有一條持續在所在迴圈內；對於另

一條，選擇 13L 會走路線一，選擇 12L 則會通往下個迴圈 12 22 32 22   L L R R 。接續討論後者

情況，進入第二個迴圈後，迴圈內四點都需選擇兩條路線；一條將持續在所在迴圈

內；對於另一條， 22R 、 22L 分別接續到終點 13R 、 31L 。而 12L 、 32R 則分別通往前個及

下個迴圈。以此類推，可知因為迴圈，無法抵達終點 33R 。 

結論：在3 3 階旋轉方塊中，由 11R 出發為起點，終點只能是 13R 或 31L 。 
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(四) 構造 S 和迴圈關係 

  為求圖形簡便，在往後的說明書中，我們將左下、右上點連接圖中的橘線和藍

線拉直，只留下上、下向排列的橘色箭頭和左、右向排列的藍色箭頭。 

       

               【左下右上點連接圖】         【圖十二】 

  在拉直的路線中，我們可找到構造 S 和迴圈，如【圖十二】。我們由圖得知旋轉

方塊是由順時針迴圈和逆時針迴圈交錯、構造 S 連結組成。且由 11L 出發進入迴圈後，

除非延續【路線一】通往右上角終點 1nR ，或延續【路線二】通往左下角終點 1mL ，

否則必定進入下一個迴圈。 

(五) m n 階旋轉方塊 

  由以上 2 2 、2 3 、3 3 階旋轉方塊的討論，得知從起點 11L 出發，無法到達各

自的右下角終點 22R 、 23L 及 33R 。故猜測在 m n 階旋轉方塊中，從起點 11L 出發無法

以右下角為終點。 

定理 1；在 m n 階旋轉方塊中，由 11R 出發為起點，終點只能是 1nR 或 1mL 。 

證明： 

Claim：由 11R 出發可以分別以 1nR 、 1mL 為終點。 

由3 3 階旋轉方塊的討論，得知從 11L 出發可到達終點 13R ，並求出一條【路線一】，

此路線接續 2 2 階和 2 3 階旋轉方塊的【路線一】。根據旋轉方塊只能以順、逆時針

方向轉動 90°的性質，可知 m n 階旋轉方塊中的【路線一】為
( )1 2 1 1 1

   t t t t
L R R R

+
，

(1,  3,  5,  7,...)t = ，且其終點必為 1nR 。 

同理，可求得在 m n 階旋轉方塊中，必有【路線二】達終點必為 1mL 。其路線為
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( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 1 1t t t t
L R L L

+ + +
， (1,  3,  5,  7,...)t = 。 

Claim：由 11L 為起點出發無法以右下角為終點。 

我們藉由構造 S 和迴圈關係可得知，由 11L 出發，進入迴圈後，除非是通往 1nR 或 1mL

的路線一或路線二，否則必定進入下個迴圈。因此由 11L 出發無法以 mnR （ m n+ 為偶

數時）或 mnL （ m n+ 為奇數時）為終點。                                      ■ 

四、 最短路線數方法數 

    已知在 m n 階旋轉方塊中，以 11L 為起點時，終點只能是 1nR 或 1mL 。於是接續我

們想要探討抵達 1nR 與 1mL 的最短路線數方法數。 

(一) 圖形觀察 

1. 2m 階旋轉方塊路線 

       

    【 2 2 】                【3 2 】           【 4 2 】 

( 1) 2m+  階旋轉方塊比 2m 階旋轉方塊多兩個方框，分別為迴圈和構造 S。

另外，終點 1mL 位置隨 m 的奇、偶變換呈下、上不同。而終點 1nR 位置則恆於起

點之右側。 

2. 2 n 階旋轉方塊路線 

    ( )2 1n + 階旋轉方塊比 2 n 階旋轉方塊的圖形多兩個格子，分別為迴圈和

構造 S。另外，終點 21L 位置恆於第一層方框左下側。而終點 1nR 位置則隨 n 的

奇、偶變換呈上、下不同。 
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        【 2 2 】         【 2 3 】              【 2 4 】 

3. n n 階旋轉方塊路線 

       

                  

【 2 2 】        【3 3 】               【 4 4 】 

    在 n n 階旋轉方塊中，可得簡化圖形規律：含起點以下的直行（中間直行）

中，格子數共有1 2( 2)n+ − 個，接著格子數分別向左、向右遞減。鄰近中間直行

的 直 行 格 子 數 有 2( 2)n− 個 。 接 著 每 向 外 一 直 行 ， 即 減 少 兩 個 格 子

（ 2( 2) 2,  2( 2) 4,  ... ,0n n− − − − ）。同時，圖形由中間直行向左、向右之行格，分

別輪流對其鄰近行格上下對齊，如下圖： 
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4. m n 階旋轉方塊路線 

以 n n 階旋轉方塊作為起始觀察 , 2m n  且 m n 的情況，便可以得到所有

圖形簡化後的規律。 

                

    以3 n 階旋轉方塊為例，將每一直行的格子數由左至右表示，可得到下圖： 

     

      (2, 3, 2)   (2, 3, 4, 2)  (2, 3, 5, 3, 2)    (2, 3, 5, 3, 5, 4, 2) 

【3 3 】    【3 4 】     【3 5 】          【3 6 】 

 

    在 4 n 、5 n 階旋轉方塊中，可經由觀察得知不同情況下每行格子數如下： 

   

     (2, 4, 5, 4, 2)   (2, 4, 5, 6, 4, 2)  (2, 4, 5, 7, 5, 4, 2)  (2, 4, 5, 7, 5, 6, 4, 2) 

【 4 4 】       【 4 5 】         【 4 6 】            【 4 7 】 
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    (2, 4, 6, 7, 4, 2)  (2, 4, 6, 7, 8, 6, 4, 2) (2, 4, 6, 7, 9, 7, 6, 4, 2)  (2, 4, 6, 7, 9, 7, 8, 6, 4, 2) 

       【5 5 】        【5 6 】          【5 7 】             【5 8 】 

    透過觀察，我們可以發現在 ( )n n k + 階旋轉方塊中，中間直行以及其以

左直行的格子數相同於 n n 階旋轉方塊，即中間直行格子數有 2( 2) 1n− + 個，

鄰近中間直行以左先向下對齊有 2( 2)n− 個格子。接著每向外一行，即減少兩

個格子（ 2( 2) 2n− − 、 2( 2) 4n− − …），分別向上、向下對齊，直到

2( 2) 2( 2) 0n n− − − = ，左邊圖形結束。 

    接著討論中間直行右側。 ( 1)n n + 階旋轉方塊時，先向上對齊，直行中有

2( 2)+2n− 個格子；接續每向外一行依序以向下、向上規律對齊，格子數減少

兩個（ 2( 2),  2( 2) 2,...,  0n n− − − ）。而 ( 2)n n + 階旋轉方塊時，則是先向上對

齊 2( 2)+3n− 個格子，其次減兩格往外有 2( 2)+1n− 個格子，再往外有 2( 2)n−

個格子，其後每向外一行依序以向下、向上規律對齊，且格子數減少兩個直到

薇零：（ 2( 2) 2,  2( 2) 4,  ..., 0n n− − − − ）。 

  於是我們可以整理以下規律： 

 

2 4 ... 2 6 2 4 2 3 2 4 2 6 ...                                 4 2    

2 4 ... 2 6 2 4 2 3 2 2 2 4 2 6 ...                      4 2    ( 1)

2 4 ... 2 6 2 4 2 3 2 1 2 3 2 4 2 6 .

n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n

− − − − − 

− − − − − −  +

− − − − − − − ..            4 2    ( 2)

2 4 ... 2 6 2 4 2 3 2 1 2 3 2 2 2 4  2 6...  4 2    ( 3)

n n

n n n n n n n n n n

 +

− − − − − − − −  +  

  因此我們得到 ( )n n k + 階旋轉方塊的兩種情況。當 k 為奇數時， 

              1  2 1 2 3 k n n− − −組  

2 4 ... 2 6 2 4 2 3 2 1 2 3 ...  2 1 2 3 2 4  2 6...  4 2   n n n n n n n n n− − − − − − − − −  

V 起點 

 

 

起點 

V 
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又 k 為偶數時 

                 1  2 1 2 3 k n n− − −組  

2 4 ... 2 6 2 4 2 3 2 1 2 3 ...  2 1 2 3 2 2 2 4  2 6...  4 2  n n n n n n n n n n− − − − − − − − − −  

(二) 最短路線數討論 

  由於要走「最短路線」，所以透過簡化的圖形，如【圖十三】中 A 點走至 B 點

時，就不需考慮往上和往左的路線。其最短路線方法數便可經排列組合的加法原理，

得到 A 點至 B 點的最短路線方法數為 6。（說明書內以「最短路線數」簡稱最短路

線方法數。）已知終點僅有 1nR 和 1mL ，因此在 m n 接旋轉方塊中，令由起點 11L 到 1nR

的最短路徑路線方法數為 mnr ；由 11L 到 1mL 的最短路徑路線方法數為 mnl 。 

  【圖十三】 

(三) 2ml 、 2mr   

  由已知圖形得知計算 2mr 時，我們可省略向左及向上箭頭，只看向右和向下的

部分；而計算 2ml 時，則省略所有向右及向上線段，只看向左和向下的箭頭，在下

圖中，黑色路線即為在兩情況內的最短路線，可得知 2 2 1m ml r= = 。 

【 2m = 】 

結論： 2 2 1m ml r= = 。 

(四) 2nl 、 2nr  

  由已知的圖形可知在計算 2nr 時，我們省略所有向左及向上線段，只看向右和

向下的部分；而計算 2nl 時，則省略所有向右及向上線段，只看向左和向下的部

起點 

V 
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分。下圖路線即是在兩情況內的最短路線，並可得 2 2 1n nl r= = 。 

【 2n = 】 

結論： 2 2 1n nl r= = 。 

(五) mnr 和  mnl 的關聯 

  在 2m 、2 n 階旋轉方塊的最短路線圖形中，我們發現了兩者圖形和最短路線

數的相似性，於是著手探究 m t 、 t n 階旋轉方塊的最短路線數的關聯。利用窮舉

（如表）進行觀察，發現 m t 階土地時， ( 1)m mttr l− ＝ 。 

   m n  2 3 4 5 6 7     m n  2 3 4 5 6 7 

2 1 1 1 1 1 1  2 1 1 1 1 1 1 

3 1 1 1 1 1 1  3 1 2 2 4 4 8 

4 1 2 2 2 2 2  4 1 2 2 5 5 13 

5 1 2 2 2 2 2  5 1 2 2 5 5 14 

6 1 4 5 5 5 5  6 1 2 2 5 5 14 

7 1 4 5 5 5 5  7 1 2 2 5 5 14 

8 1 8 13 14 14 14  8 1 2 2 5 5 14 

             【  mnl 】                                【 mnr 】 

定理 2：
( )1  mn n m

r l
+

＝ 。 

證明： 

在 m n 階旋轉方塊中，觀察起點 11L 到終點 1nR 的最短路線和到另一位置終點的關係。

為使起點討論位置不變，因此如下圖過起點沿對角線做對稱。然而，因對稱後起點

落於橫向道路上，我們在起點上方再補一條縱向的路徑。又因補一條縱向路徑並不

會增加起點到終點的最短路線數，因此可把剩餘空缺部分補足，即在原本圖形上方
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再增加一列旋轉方塊。故在 m n 階旋轉方塊中，起點到終點 1nR 的路徑等同於在

( 1)n m+  階旋轉方塊時，起點到終點 ( 1)1nL + ，得
( )1  mn n m

r l
+

＝ 。        ■ 

        

  【原圖】        【鏡射後】  【調整起點在縱向】  【補足上面一列】 

(六) nnr 、 nnl 的討論 

1. 歸納證明 nnr 、 nnl  遞迴關係 

    已知在計算 n n 階旋轉方塊的最短路線數時，我們不需要看所有格子而

可省略特定方向箭頭。如計算 nnr 時，我們只需要保留終點以上向右和向下的

箭頭；計算 nnl 則僅保留終點以上向左和向下的箭頭。最終圖形如【圖十四】

方框。 

【圖十四】 

    我們首先討論 nnl ，其圖形在起點以下向左一行有 2n − 個方框，且因圖形變

化可知當 n 為偶數時， nnl 與 ( +1)( 1)n nl + 相同（例如 22l 和 33l 相同）。接著討論 nnr ，其

圖形中，在起點以下向右一行有 1n − 個方框，且當 n 為奇數時， nnr 與 ( +1)( 1)n nr + 亦

相同。 

    接著，我們尋找其遞迴關係式。經【圖十五】觀察 nnr ，在向下和向右的路

線中，經加法原理計算到達每一個交點的最短路線數。由於每一列最後兩個數
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字相同，故將每一列最外一個重複數字省略，得【圖十六】。令第 s 列第 t 個數

為 sta 。當 s t ， sta 不取值；當 s t 時，討論 m n 階旋轉方塊時，加入上標表

示為 ( )m

sta ，如【圖十七】。因此可知，當 sta 排成的陣列呈以下三角形時，或說每

一行的項數沒有限制、即 m→時， ( )

tta  便是 (2 1)(2 1)t tr − − 、 (2 )(2 )t tr 、 (2 )(2 )t tl 、 (2 1)(2 1)t tl + +

的值。 

    

( )

11

( ) ( )

21 22

( ) ( ) ( )

31 32 33

( ) ( ) ( ) ( )

41 42 43 44

a

a a

a a a

a a a a



 

  

   

 

          【圖十五】    【圖十六】         【圖十七】 

定理 3： 22 1r = ；而 1t  時，
( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 1 2 1 2 2 2 2 2 1 2 1

( )

( ) ( )t t t t t t t t ttr llr a
− −



+ +
== == 。 

  利用加法原理得到的遞迴關係式：

( ) ( )

( 1) ( 1)( )( )

( ) ( )

( 1) ( 1)( 1)

,

,

s t s t

st

t t t t

a a s t
a

a a s t

 

− −

 

− − −

 + 
= 

+ =

，且對於任

意的正整數 s，恆有 ( )

1 1sa  = 。利用此遞迴關係式，我們可以列出下表： 

 

 因為到達終點時的最短路線數為 ( )

tta  的值（即下標 s t= 的情況），因此我們

希望能找出只涉及下標 s t= 時的數列 ( )

tta  的遞迴式。 

引理 4.1：當 2s t + 時， ( ) ( ) ( )

( 1 )( 1 )

1

t

st ii s i t i

i

a a a  

− − + −

=

=  
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證明： 

以下均討論 ( )

sta  的情況，故省略 ( )

sta  為 sta 。 

對 n 作數學歸納法證明，而在歸納證明的檢查初始項、作歸納假設，及利用歸

納假設驗證下一項的結果時，都分別利用歸納法。證明程序如下： 

第一部份證明 1t = 和 2t = 時此定理成立。 

第二部份，先證明如果 t k 時定理成立，則 ( , ) ( 2, )s t k k= + 時，此定理成立。而

以此條件作歸納假設，再證明 s k= 時此定理也會成立。 

首先，第一部份檢驗 1t = 和 2t = 時的情況： 

當 1t = 時， 1 11 ( 2)11s sa a a −= =  ，原式顯然成立。 

當 2t = 時，先對 s 作數學歸納法說明當 4s  時，有
2

2 ( 1 )(3 )

1

s ii s i i

i

a a a − − −

=

= ； 

當 4s = 時，由遞迴關係式得知

2

42 41 32 41 31 22 22 11 22 22 11 (3 )(3 )

1

+ 1 1 ii i i

i

a a a a a a a a a a a a a − −

=

= = + + = + + = + = ，原式成

立。 

假設 4s k=  時，
2

2 ( 1 )(3 ) 11 ( 2)2 22 ( 3)1

1

k ii k i i k k

i

a a a a a a a− − − − −

=

= = + 。 

則當 1s k= + 時， 

( 1)2 ( 1)1 2 ( 1)1 11 ( 2)2 22 ( 3)1 11 ( 1)1 11 ( 2)2 22 ( 2)1

2

11 ( 1)2 22 ( 2)1 ( )(3 )

1

,

k k k k k k k k k

k k ii k i i

i

a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a

+ + + − − − − −

− − − −

=

= + = + + = + +

= + =
 

故由數學歸納法得證，當 4s  時，有
2

2 ( 1 )(3 )

1

s ii s i i

i

a a a − − −

=

= 。 

接著證明第二部份： 

Claim ： 當 t k ， 且 2s t + 時 ， 若
( 1 )( 1 )

1

t

st ii s i t i

i

a a a − − + −

=

= 恆 成 立 ， 則

( 2) ( 1 )( 1 )

1

k

k k ii k i k i

i

a a a+ + − + −

=

= 也會成立： 

由遞迴關係式得知： 
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( )

( 2) ( 2)( 1) ( 1) ( 2)( 1) ( 1)( 1)

1 1 1

( 1 )( ) ( )( ) ( 1 )( ) ( )( )

1 1 1

1

( 1 )( 1 ) 11 ( 1 )( 1 )

1 1

k k k k k k k k k k kk

k k k

ii k i k i ii k i k i kk ii k i k i k i k i kk

i i i

k

ii k i k i kk ii k i k i

i i

a a a a a a

a a a a a a a a a

a a a a a a

+ + − + + − + −

− − −

+ − − − − + − − − −

= = =

−

+ − + − + − + −

= =

= + = + +

= + + = + +

= + =

  


k

 。

 

Claim：當 t k ， 2s t + ，以及當 ( , ) ( 2, )s t k k= + 時，
( 1 )( 1 )

1

t

st ii s i t i

i

a a a − − + −

=

= 若成

立，則當 t k= 時，只要 2s k + ，
( 1 )( 1 )

1

k

sk ii s i k i

i

a a a − − + −

=

= 亦成立。 

對於 s，以數學歸納法證明，首先，當 2s k= + 時，由上一段的證明得知，此式

成立。 

設 2s r k=  + 時，原式成立，即
( 1 )( 1 )

1

k

rk ii r i k i

i

a a a − − + −

=

= ，則當 1s r= + 時， 

( )

1

( 1) ( 1)( 1) ( )( ) ( 1 )( 1 )

1 1

1

( )( ) ( 1 )( 1 ) ( 1 )1

1

( )( 1 )

1

k k

r k r k rk ii r i k i ii r i k i

i i

k

ii r i k i r i k i kk r k

i

k

ii r i k i

i

a a a a a a a

a a a a a

a a

−

+ + − − − − − + −

= =

−

− − − − + − − −

=

− + −

=

= + = +

= + +

=

 



 。

 

故由數學歸納法得證，當 t k= 時，只要 2s k + ，
( 1 )( 1 )

1

k

sk ii s i k i

i

a a a − − + −

=

= 也會成立。 

由以上的證明，可知當 2s t + 時，
( 1 )( 1 )

1

t

st ii s i t i

i

a a a − − + −

=

= 必定成立。    ■ 

定理 4.2：當 2t  時，
2

( ) ( ) ( ) ( )

( 1)( 1) ( 1 )( 1 )

1

2
t

tt t t ii t i t i

i

a a a a
−

   

− − − − − −

=

= + 。 

證明： 

當 2t  時，

2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 1)( 1) ( 1) ( 1)( 1) ( 2) ( 1)( 1) ( 1 )( 1 )

1

2 2
t

tt t t t t t t t t t t ii t i t i

i

a a a a a a a a
−

       

− − − − − − − − − − − −

=

= + = + = + 。■ 

利用 ( )

tta  的遞迴關係式，我們希望可以得到生成函數 ( )f x 。 

定理 4.3：當 2t  時， ( )

tta  的生成函數為
1 2 1 4

( )
2

x x
f x

x

− − −
= 。 

證明： 

以 ta 表示 ( )

tta  ，將 ( )

tta  的生成函數 ( )f x 以羃級數表示，可得
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2 3

1 2 3( )f x a x a x a x= + + + 。則 

1
2 2 2 3 2 4

1 1 2 2 1 1 3 2 3 1

2 1

( ( )) ( ) ( ) ( )
t

t

i t i

t i

f x a x a a a a x a a a a a x a a x
 −

−

= =

= + + + + + + =   ， 

又 2 3

1 2 1 3 2 1 1

2

( ) 2 ( ) ( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) t

t t

t

f x xf x a x a a x a a x a x a a x


−

=

− = + − + − + = + − 。 

由定理 4.2 知， ( )n

tt ta a= 的遞迴關係式
2

1 1

1

2
t

t t i t i

i

a a a a
−

− − −

=

= + ，即

2

1 1

1

2
t

t t i t i

i

a a a a
−

− − −

=

− = 。因此， 

2 2

1 2 1( ) 2 ( ) ( 2 ) ( ( ))f x xf x a x a a x x f x− − − − =  ， 

即 2( ( )) (1 2 ) ( ) 0x f x x f x x− − + = ，故 

2 21 2 (1 2 ) 4 1 2 1 4
( )

2 2

x x x x x
f x

x x

−  − − −  −
= =

。 

由 ( )f x 的冪級數知， (0) 0f = ，而若
1 2 1 4

( )
2

x x
f x

x

− + −
= 時，當 x 趨近於 0

時，

1 1
2 4

1 2 1 4
( )

2 2

x x x x
f x

x

− + −
− + −

= = 會趨近於無限大，故

1 2 1 4
( )

2

x x
f x

x

− + −
 。若取

1 2 1 4
( )

2

x x
f x

x

− − −
= ，由 L’Hopital’s rule 知：

0 0

2
2

1 4
lim ( ) lim 0 (0)

2x x

x
f x f

→ →

− +
−

= = = ，故
1 2 1 4

( )
2

x x
f x

x

− − −
= 。    ■ 

2. 一般式 

  我們於參考資料[2]中發現
2

( ) ( ) ( ) ( )

( 1)( 1) ( 1 )( 1 )

1

2
t

tt t t ii t i t i

i

a a a a
−

   

− − − − − −

=

= + 即為卡特蘭數

的遞迴關係式。其一般式可表示為 ( )
21 (2 )!

1 ( 1)! !
tt

t t
a

tt t t

  
= = 

+ + 
。 

定理 4.4：(卡特蘭數的一般式)

2
( ) ( ) ( ) ( )

( 1)( 1) ( 1 )( 1 )

1

21 (2 )!
2 =

1 ( 1)! !

t

tt t t ii t i t i

i

t t
a a a a

tt t t

−
   

− − − − − −

=

 
= + = 

+ + 
 ； 

即 (2 1)(2 1) (2 )(2 )

2 !

( 1)! !
t t t t

t
r r

t t
− − = =

+
。 
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(七) mnl 、 mnr 的遞迴關係 

 

          

    【m=3】                【m=4】              【m=5】 

  在已知關係 ( 1)mn n mr l += 下，我們只要求出 mnr ，即可以推算出所有情況的最短路

線數，其中已知 2 1nr = 。 

  經已知圖形求 mnr 時，我們省略向左和向上的箭頭，可以發現圖形相關性。討論

2nr 時，只有轉折的線，因此 2 1nr = 。而 3nr 則是由四個格子組成的方框一一堆疊； 4nr

由四個小格子組成的方框兩兩堆疊； 5nr 由四個格子組成的方框三個為一組堆疊。形

成如圖規律，可知當 inr 時，方形將以 ( 2)i − 個為一組堆疊。 

  接著，我們同樣嘗試將 mnr 分解為 ( 1)m nr − 、 ( 2)m nr − …、 1mr 等數，尋找其係數規律。

已知 ( 1)mn n mr l += ，得 ( )

(2 ) (2 1) (2 1) (2 )= m

tt m n m n n m n ma r r l l− += = = 。 

1. 3m = 時 

可列出陣列 (3)

sta ： 

(3)

11

(3) (3)

21 22

(3) (3)

32 33

(3) (3)

43 44

1

1 2

2 4

4 8

a

a a

a a

a a  
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利 用 加 法 原 理 可 得 遞 迴 關 係 式 ：

(3)

(3)

(3) (3)

( 1) ( 1)( 1)

                      ,  + 1

    ,

tt

st

t t t t

a s t
a

a a s t− − −

 =
= 

+ =

， 且

(3) (3)

11 21 1a a= = 。 

定理 5： (3) (3) 1

( 1)( 1)2 2t

tt t ta a −

− −= = ；因此
( )

1

3(2 1) 3(2 2) 3(2 3)3 2
2 2 2t

t t tt
r r r r −

− − −= = = = 。 

證明： 

(3) (3) (3) (3) (3) (3)

( 1)( 1) ( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)2tt t t t t t t t t t ta a a a a a− − − − − − − − −= + = + = 。因此數列 (3)

tta 是首項為 1，

公比為 2 的等比數列，故一般項 (3) 12t

tta −= 。              ■ 

2. 4m = 時 

可列出陣列 (4)

sta ： 

(4)

11

(4) (4)

21 22

(4) (4) (4)

31 32 33

(4) (4) (4)

42 43 44

(4) (4) (4)

53 54 55

1

1 2

1 3 5

3 8 13

8 21 34

a

a a

a a a

a a a

a a a

 

利 用 加 法 原 理 得 到 的 遞 迴 關 係 式 ：

(4)

( 1)

(4) (4) (4)

( 1)

(4) (4)

( 1) ( 1)( 1)

            ,  + 2

      ,  + 1

,

t t

st t t tt

t t t t

a s t

a a a s t

a a s t

+

−

− − −

 =


= + =


+ =

　　 　 ， 且

(4) (4) (4)

11 21 31 1a a a= = = 。 

定理 6.1： (4) (4)

( 1)

1

t

t t ii

i

a a+

=

= 。 

證明： 

對 t 作數學歸納法：已知當 1t = 時，
1

(4) (4) (4)

21 11

1

1 ii

i

a a a
=

= = = 。假設 t k= 時，

(4) (4)

( 1)

1

k

k k ii

i

a a+

=

= 成立，則 1t k= + 時， 

1
(4) (4) (4) (4) (4) (4)

( 2)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( ) ( 1)( 1)

1 1

 
k k

k k k k k k k k ii ii

i i

a a a a a a
+

+ + + + + + +

= =

= + = + =  ， 

故由數學歸納法得證。■ 
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定理 6.2： 

2
(4) (4) (4)

( 1)( 1)

1

2
n

nn n n ii

i

a a a
−

− −

=

= + ； 

因此
( )

2 2

4(2 1) 4(2 2) 4(2 ) 4(2 3) 4(2 1)4 2
1 1

2 2
t t

t t i t it
i i

r r r r r r
− −

− − − −

= =

= = + = +  。 

證明： 

2
(4) (4) (4) (4) (4) (4) (4)

( 1)( 1) ( )( 1) ( 1)( 1) ( )( 2) ( 1)( 1)

1

2 2
t

tt t t t t t t t t t t ii

i

a a a a a a a
−

− − − − − − − −

=

= + = + = + 。       ■ 

3. 5m = 時 

可列出陣列 (5)

sta ： 

(5)

11

(5) (5)

21 22

(5) (5) (5)

31 23 33

(5) (5) (5) (5)

41 24 34 44

(5) (5) (5) (5)

25 35 45 55

1

1 2

1 3 5

1 4 9 14

4 13 27 41

a

a a

a a a

a a a a

a a a a  

利用加法原理得到的遞迴關係式：

(5)

( 2)

(5) (5) (5)

( 1) ( 1)

(5) (5)

( 1) ( 1)( 1)

            ,  + 3

, 0 3

,

t t

st s t s t

t t t t

a s t

a a a s t

a a s t

+

− −

− − −

 =


= +  − 


+ =

　　　 ，且

(5) (5) (5) (5)

11 21 31 41 1a a a a= = = = 。 

定理 7.1： (5) 1 (5)

( 2) ( +1 )( 1 )

1

2
t

i

t t t i t i

i

a a−

+ − + −

=

= 。 

證明： 

對 t 作數學歸納法： 

當 1t = 時， (5) 1 1 (5)

31 111 2a a−= =  原式成立。假設 t k= 時， (5) 1 (5)

( 2) ( +1 )( 1 )

1

2
k

i

k k n i n i

i

a a−

+ − + −

=

= 成

立，則 1t k= + 時， 

( )
(5) (5) (5) (5) (5) (5)

( 2) ( 2)( 1) ( 2) ( 2) ( 1)( 1)( 3) 1

1
1 (5) 0 (5) 1 (5)

(k+1 )( 1 ) ( 1)( 1) ( 2 )( 2 )

1 1

              2 2 2 2

k k k k k k k k k kk k

k k
i i

i k i k k k i k i

i i

a a a a a a

a a a

+ + + + + + ++ +

+
− −

− + − + + + − + −

= =

= + = + +

=  + =   ，
 

故由數學歸納法得證。                       ■ 
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定理 7.2： 

2
(5) (5) 1 (5)

( 1)( 1) ( 1 )( 1 )

1

2 2
t

i

tt t t t i t i

i

a a a
−

−

− − + − + −

=

= + ； 

因此
( )

2 2
1 1

5(2 1) 5(2 2) 5(2 2 2 ) 5(2 3) 5(2 2 2 )5 2
1 1

2 2 2 2
t t

i i

t t t i t t it
i i

r r r r r r
− −

− −

− − + − − + −

= =

= = + = +  。 

證明： 

2
(5) (5) (5) (5) (5) (5) 1 (5)

( 1)( 1) ( 1) ( 1)( 1) ( 2) ( 1)( 1) ( 1 )( 1 )

1

2 2 2
t

i

tt t t t t t t t t t t t i t i

i

a a a a a a a
−

−

− − − − − − − − + − + −

=

= + = + = + 。   ■ 

    由定理 5 知，上式亦可寫成：
2

(5) (5) (3) (5)

( 1)( 1) ( 1 )( 1 )

1

2
t

tt t t ii t i t i

i

a a a a
−

− − + − + −

=

= + 。 

4. ( )m

nna 和 ( 2)m

nna + 的關係 

    利用加法原理可得到遞迴關係式 

( )

( 1)

( ) ( ) ( )

( 1) ( 1)

( ) ( )

( 1) ( 1)( 1)

            , 2

, 0 2

, 0

m

s t

m m m

st s t s t

m m

t t t t

a as s t m

a a a as s t m

a a as s t

−

− −

− − −

 − = −


= +  −  −


+ − =

　　　

， 

且 ( ) ( ) ( ) ( )

11 21 31 ( 1)1... 1m m m m

ma a a a −= = = = = 。 

引理 8.1： 

若 0j 為 ( )m

ija 的第一項（即陣列 ( )m

ija 第 i 列的第一個出現數字的項），則

0

( ) ( )

( 1)

k
m m

ij i k

j j

a a +

=

= 。 

證明： 

對 k 作數學歸納法： 

當 0k j= 時，由 ( )m

ija 的遞迴關係知，
0 0

( ) ( )

( 1)

m m

i j ija a+ = 。 

假設 0k r j=  時
0

( ) ( )

( 1)

r
m m

ij i r

j j

a a +

=

= ，則當 1k r= + 時，由 ( )m

ija 的遞迴關係及假設得知，

0 0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 1)( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

r r
m m m m m m

i r i r i r ij i r ij

j j j j

a a a a a a
+

+ + + + +

= =

= + = + =  。故由歸納法得證： 

           
0

( ) ( )

( 1)

k
m m

ij i k

j j

a a +

=

= 。              ■ 
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定理 8.2： ( ) ( 2) ( )

( 2) ( 1 )( 1 )

1

t
m m m

t t t k t k kk

k

a a a−

+ + − + −

=

= ， 5m  。 

證明： 

我們的目的是利用 ( )m

ija 的遞迴關係，將 ( )

( 2)

m

t ta + 分解成 ( )

11

ma 、 ( )

22

ma 、 ( )

33

ma 、…、 ( )m

tta

的線性組合。 

首先，先分解成 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 2) ( 2)( 1) ( 1) ( 2)( 1) ( 1)( 1)

m m m m m m

t t t t t t t t t t tta a a a a a+ + − + + − + −= + = + + ，在 ( )m

sta 的排列

位置裡，我們把它表示成： 

( )

( 1)

( )

( 1)( 1)

( )

( 2)( 1

(

( )

( 2)

)

)

1

1

1

1

1

mm

t t

m

m

tt

t t

m

tt tt

a

a

a

a

a

+ −

+ −

+

+

 

⎯⎯⎯→ 

 

 

係數

 

此時，因為 ( )m

tta 這一項是我們想要將 ( )

( 2)

m

t ta + 分解的結果的其中一項，故保留不動，

其餘的兩項 ( )

( 2)( 1)

m

t ta + − 和 ( )

( 1)( 1)

m

t ta + − 則可繼續利用遞迴關係式作分解： 

( )

( 1)( 1)

(( )

( 1)

( ) ( )

( 1)( 1) ( 1)

( ) ( )

( 2)

( )

( 2)

( )

( 1)( 2)

( )

( 2)( 2) ( 1 2)

)

) (

2

2

2

1

2

1

1 1

1

2

m

t t

m m

t t t

m

t t

m

t t

m

t t

m

t t

m

t

t

m m

t t t t

ta

a a

a a

a

a

a

a

a−

+ − +

+ −

−

+

+

−

−

−

−

+

 

 

⎯⎯⎯→   

   

   

   

係數

 

上圖表示的意思是最右下角的 ( )

( 2)

m

t ta + 可分解成： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 2) ( 1)( 1) ( 2) ( 1)( 2) ( 2)( 2)1 2 1  2 2m m m m m m

t t tt t t t t t t t ta a a a a a+ − − − + − + −=  +  +  +  +  。 

同樣的，上式的前兩項
( )1 m

tta 和 ( )

( 1)( 1)2 m

t ta − − 是我們要保留不動的，而上式的後三

項 ( )

( 2)2 m

t ta − 、 ( )

( 1)( 2)2 m

t ta + − 和 ( )

( 2)( 2)1 m

t ta + − 可再繼續分解： 
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( )

( 2)( 2)

( )

( 1)( 1)

(

( )

( 1)( 2)

( ) (

( )

( 1)( 3)

( )

( 3)

(

)

( 2) ( 1)

( ) ( ) ( )

( 1)( 2) ( 1)

)

( 1)( 3)

( )

( 2)( 3)

( 1) ( 1)

( )

( 2)( 2

)

) ( 2)( 1)

m

t t

m m

t t t t

m m m

t t t t t t

m

t t t

m

t t

m

t t

m

t

m

t t

m

t t t

t

m

t t

m

tt

a

a a

a a a

a

a

aa

a

a

a

aa

− −

−

+

− −

− −

+ − + − +

+ −

−

−

+ − +

− −

−

−





 

 

  

  

  

  ( ) ( )

( 2)

5

5

3

1

5

5

5 2

3 2 1

1

1 1

2

1
m m

t ta +





 

⎯⎯⎯→  

  

  

  

   

係數

 

上圖表示 ( )

( 2)

m

t ta + 可分解成 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 2) ( 1)( 1) ( 2)( 2) ( 1)( 3) ( 3) ( 1)( 3) ( 2)( 3)1 2 5 5 5 3 1m m m m m m m m

t t tt t t t t t t t t t t t ta a a a a a a a+ − − − − − − − + − + −=  +  +  +  +  +  + 

同理，我們若依照這種方式分解，利用加法原理，可得到如下的「係數圖」： 

2

2 1

2 1

1 1 1





  





   

 

  





 

   

   

     

  

  

 

因為在 ( )m

ija 的排列裡，每一行最多只有 1m− 項，所以上圖的左下角會出現空

白的三角形區域。而且在分解的過程中，一旦得到 ( )m

iia 的係數後即保留不動，不

再將之分解，因此有 ( ) ( ) ( )

( 1) ( 2) =   m m m

ii i i i ia a a− −係數 係數 = 係數 。而且「係數圖」由右下

開始往左往上利用加法原理寫出「係數」的時候，欲保留最左邊一行為 ( )

( 2)

m

t ta + 分
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解後的項時（即為「係數圖」中紅色的部份），該行每一項的係數都等於右邊一

項的係數。 

   令「係數圖」中， ( )m

ija 的位置對應的係數為 ( )

( 1 )( 3 )

m

t j t ib + − + − ，即： 

( ) ( )
( 2)( 2) 35

( ) ( ) ( ) ( )
( 1)( 2) ( 1)( 1) 34 24

( ) ( ) ( )

( 2) ( 1) 33

( ) ( ) ( )

( 1)( 2) ( 1)( 1) ( 1)

( ) ( ) ( )

( 2)( 2) ( 2)( 1) ( 2)

m m
t t

m m m m
t t t t

m m m

t t t t tt

m m m

t t t t t t

m m m

t t t t t t

a b

a a b b

a a a b

a a a

a a a

− −

− − − −

− −

+ − + − +

+ − + − +

 

 

   

⎯⎯⎯→  

  

  

  

  

係數 ( ) ( ) ( )

23 13

( ) ( ) ( )

32 22 12

( ) ( ) ( )

31 21 11

m m m

m m m

m m m

b b

b b b

b b b



  

  

  

  

若最左邊的一行為第 0i 行，其中 0 1i  ，則當 0j i 時，
0 0

( ) ( )

( 1)

m m

i j i jb b += ，且 0i i

時， 

( )

( )

( 1)( )

( ) ( )

( 1) ( 1)

( ) ( )

( 1) ( 1)( 1)

, 1 or 2

, 4

, 0 4

, 0

m

jj

m

i jm

ij m m

i j i j

m m

j j j j

b i j

b i j m
b

b b i j m

b b i j

−

− −

− − −

 − = − −


− = −
= 

+  −  −


+ − =

　　
 

我們可以發現當 0i i 且 0i j−  時， ( )m

ijb 的遞迴關係與 ( 2)m

ija − 的遞迴關係相同，

即 ( ) ( 2)m m

ij ijb a −= ，當 1i j− = − 或 2− 時， ( ) ( )m m

ij iib a= 。 

因此若將這個「係數圖」利用加法原理從第 ( 2, )t t+ 元的 ( )

11

mb 推到第一行（即

0 1i = ）的 ( )m

ttb 、 ( )

( 1)

m

t tb − 、 ( )

( 2)

m

t tb − 、…、 ( )

( 3 min{ +2, 1})

m

t t t mb + − − ，則 ( )

( 2)

m

t ta + 可以分解成： 

m
( ) ( )

( 1 )

in{ 2, 1}
( ) ( )(

(

)

( 2 3 )

2

( 3 ) 1

3

) =  
t

m
t m

m m

t t k k

k

m m

t k t k kkt t

k

b aa b a+ − + −

+ −

+ + −

==

+  。 

又第一行為係數圖的最左邊的一行，因此 ( )m

ttb 、 ( )

( 1)

m

t tb − 、…、 ( )

( 3 min{ +2, 1})

m

t t t mb + − − 分別

會等於 ( )

( 1)

m

t tb − 、 ( )

( 1)( 1)

m

t tb − − 、…、 ( )

( 1)( 3 min{ +2, 1})

m

t t t mb − + − − ，分別於 ( 2)

( 1)( 1)

m

t ta −

− − 、 ( 2)

( 1)( 1)

m

t ta −

− − 、…、

( 2)

( 1)( 3 min{ +2, 1})

m

t t t ma −

− + − − ，因此 ( )

( 2)

m

t ta + 可以寫成： 
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min{ 2, 1}
( 2) ( ) ( 2) ( )

( 1)( 1) 21 (

( 2) ( )

( 1 )( 1 ) 1)( 3

( )

( 2) 1

2

)

4

=  
t m

m m m m

t

t
m m

t k t k kk

m

t t

k

t t t k k

k

a a aa a aa
+ −

− −

− − − + −

=

−

+ +

=

+ − − + +  。 

 

因為對於所有的 k， ( )

1 1m

ka = ，且在上式最後一個Σ的部份，由引理 11.1 知，

min{ 2, 1}
( 2) ( 2)

( 1)( 3 ) ( 1)

4

t m
m m

t t k t t

k

a a
+ −

− −

− + − −

=

= ，又 ( 2) ( 2) ( 2)

( 1)( 1) ( 1)

m m m

t t t t tta a a− − −

− − −+ = ，因此 

( ) ( 2) ( )

( 2) ( 1 )( 1

( 2)( 2) ( )

( 1 )( 1 ) )

12

=
t t

m m m

t t t

m m

t k t k k t k kk

k

m

tk tk

k

a a aa a a−

+ + −

−

+ − + −

=

+

−

−

=

+ =   

故得證。                             ■ 

定理 8.3：
2

( 2) ( 2) ( ) ( 2)

( 1)( 1) ( +1 )( 1 )

1

 = 2  
t

m m m m

tt t t t k t k kk

k

a a a a
−

+ + +

− − − + −

=

+ ， 3m  ； 

因此
( )

2 2

(2 1) (2 2) ( 2)(2 2 ) (2 ) (2 3) ( 2)(2 2 1) (2 1)2
1 1

2 2
t t

m t m t m t i m i m t m t i m im t
i i

r r r r r r r r
− −

− − − + − − + − −

= =

= = + = +  。 

證明： 

( +2) ( 2) ( 2) ( 2) ( 2) ( 2) ( 2) ( 2)

( 1) ( 1)( 1) ( 2) ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 2)

2
( 2) ( ) ( 2)

( 1)( 1) ( +1 )( 1 )

1

2

     =2

m m m m m m m m

tt t t t t t t t t t t t t t t

t
m m m

t t t k t k kk

k

a a a a a a a a

a a a

+ + + + + + +

− − − − − − − − − − −

−
+ +

− − − + −

=

= + = + + =  +

 +
■ 

(八) 透過生成函數由遞迴關係式推導一般式 

1. 2m = 時： 1ta = 。 

2. 3m = 時： ta 的一般式為 1=2t

ta − 。 

3. 4m = 時： :1,2,5,13,34,89...ta數列 ，且已知
2

1

1

2
t

t t i

i

a a a
−

−

=

= + 。 

定理 9： (4) 1 5 3 5 1 5 3 5
( ) ( )

2 22 5 2 5

t t

tta
− + + + −

= + ； 

因此
4(2 ) 4(2 )

1 5 3 5 1 5 3 5
= ( ) ( )

2 22 5 2 5

t t

t tr r
− + + + −

= + 。 

證明： 

假設生成函數 2 3

4 0 1 2 3( ) ...f x a a x a x a x= + + + ，且 0 = 0a ，則
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2 3

4 0 0 1 0 1 2 0 1 2 3

0

 ( ) ( ) ( ) ( ) ...k

k

f x x a a a x a a a x a a a a x


=

 = + + + + + + + + + ，即 

2 3

4 0 0 1 0 1 2 0 1 2 3

2 3

2 1 3 2 4 3

2 3 2 3 4
2 3 4 1 2 3 4

2

4 2 2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ...

1

                 = 0 ( ) ( ) ( ) ...

( )
( ...) ( ...) ( )

2 1
( )= = 1+

3 1 3 1

f x a a a x a a a x a a a a x
x

a a x a a x a a x

f x x
a x a x a x a x a x a x f x

x

x x x
f x

x x x x

= + + + + + + + + +
−

+ − + − + −

−
= + + + − + + + = −

− + − +
 −

− + − +

　　　　　

1  
1 1x x 

 
= − + +

− −
，

 

其中
3+ 5

 =
2

 、
3 5

2


−
= ，

1 5
=

2 5

− +
 、

1 5
=

2 5

+
 。則 

2 3 2 3

4

1

( ) 1 A(1 ( ) ( ) ( ) ...) B(1 ( ) ( ) ( ) ...)

(A B )  k k k

k

f x x x x x x x

x

     

 


=

= − + + + + + + + + + +

 + 　　 = 。
 

因此 (4) 1 5 3 5 1 5 3 5
A B ( ) ( )

2 22 5 2 5

t t t t

tta  
− + + + −

=  +  = + 。             ■ 

4. 5m = 時： 

1,2,5,14,41,122...ta =已知數列 ，且已知
2

1

( 1) ( 1 )

1

2 2
t

i

t t t i

i

a a a
−

−

− + −

=

= + 。 

定理 10：
1

(5) 1 3 3 1

2 6 2

t t

tta
− +

= + = ；因此
1

5(2 ) 5(2 1)

3 1

2

t

t tr r
−

−

+
= = 。 

證明： 

假設 2 3

5 0 1 2 3( ) ...f x a a x a x a x= + + +  且 0 = 0a  

2 3 4

5 1 2 3 4

2 0 3 0 1 4

1 1 2 1 3 2 1

2

5 5

2

5 2 2

 ( ) ...

         = 2 (2 2 ) (2 2 2 ) ...

2 ( ) ( )
1 2

5 2

2 2 2 1 13 3( )
3 4 1 3 3 4 1 3 6(1 3 ) 2(1 )

f x a x a x a x a x

a x a x a a x a a a x

x
x x f x f x

x

x
x x

f x
x x x x x x

= + + +

+ + + + + +

= +  +
−

+
− + −

 = = − + = + +
− + − + − −

　　　  

2 3 2 3

5

1

2 1 1 3 1
( ) (1 (3 ) (3 ) (3 ) ...) (1 ...) ( )

3 6 2 6 2

k
k

k

f x x x x x x x x


=

−
 = + + + + + + + + + + = +  

因此
1

(5) 1 3 3 1

2 6 2

t t

tta
− +

= + = 。                     ■ 

5. 5m  時 
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已知
2 2

( ) ( ) ( 2) ( ) ( ) ( 2)

( 1)( 1) ( )( ) ( 1)( 1) ( )( )

1 1

 = 2  2  = ...(*)
t t

m m m m m m m m

tt t t t k t k kk tt t t t k t k kk

k k

a a a a a a a a
− −

− −

− − − − − − − −

= =

 − + 。 

假設 2 3

+2 0 1 2 3( ) ...mf x a a x a x a x= + + + 、 2 3

0 1 2 3( ) ...mf x b b x b x b x= + + + ，且

0 0= 0a b = ，則 2

+2 0 0 0 1 1 0 0 2 1 1 2 0( ) ( ) ( ) ( ) ...m mf x f x a b a b a b x a b a b a b x = + + + + + +  

且 2 3+2
2 2 1 3 2 4 3

( )
1 2 ( ) ( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) ...m

m

f x
f x a a x a a x a a x

x
+− − = − + − + − +  

由(*)式知 +2
2 2

( )
1 2 ( ) ( ) ( )m

m m m

f x
f x f x f x

x
+ +− − =  ，得冪級數： 

+2 ( ) ( )
1 2 ( )

m

m

x
f x

x xf x
=

− −
。 

定理 11： 5m  時，可得 ( )m

tta 的生成函數滿足 +2 ( ) ( )
1 2 ( )

m

m

x
f x

x xf x
=

− −
。 

6. 6m = 時； 

定理 12： (6) 0.10757 3.24696 0.34930 1.55497 0.54313 0.19806t t t

tta   +  +  。 

證明： 

由定理 11 知 +2 ( ) ( )
1 2 ( )

m

m

x
f x

x xf x
=

− −
，利用 4 ( )f x 求出 6 ( )f x ： 

2

6 3 2 3 2

4
2

3 4 1
( ) 1  

1 2 ( ) 6 5 1
1 2

3 1

x x x x
f x

x xx xf x x x x
x x

x x

− +
= = − +

− +− − − + − +
− −

− +

 = 。 

透過分式的分母的三次函數圖形知道它可以分解成三個實係數一次因式 

3 26 5 1 (1 )(1 )(1 )x x x x x x  − + − + = − − − ，因此 

6 ( ) 1
1 1 1

A B C
f x

x x x  
= − + + +

− − −
； (6)

tta 可以寫成 (6) t t t

tta A B C  = + + 。 

儘管如此，我們無法得到 A、B、C 和 、 、 確切的值，僅能透過分母

3 26 5 1y x x x= − + − + 的函數圖形知， 3.24696  、 1.55497  、

0.19806  。 



30 

 

 

由 2(1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )(1 ) 3 4 1A x x B x x C x x x x     − − + − − + − − = − + ，分別代入

1


、

1


、

1


，得到 0.10757A  、 0.34930B  、 0.54313C = 。意即

(6) 0.10757 3.24696 0.34930 1.55497 0.54313 0.19806t t t

tta   +  +  。 

7. 7m = 時 

定理 13： (7) 1 11
(2 (2 2) (2 2)

4

t t t

tta − −= + + + − 。 

證明： 

由定理 11 知 +2 ( ) ( )
1 2 ( )

m

m

x
f x

x xf x
=

− −
，利用 5 ( )f x 求出 7 ( )f x ： 

2

7 2 3 2

5
2

7 7 3
3 2 2 4( )

21 2 ( ) 4 4 10 6 1
1 2

3 4 1

1 2 1 21
3 4 8 4 84

4 1 2 1 (2 2) 1 (2 2)

x x
x x

f x
x xx xf x x x x

x x
x x

x x x

− +

= = = − +
− +− − − + − +

− −
− +

− +

= − + + +
− − + − −

 

 

7

0 0 0

1 1

1

3 1 1 2 1 2
( ) (2 ) ( ) ((2 2) ) ( ) ((2 2) )

4 4 4 8 4 8

1
(2 (2 2) (2 2) )  

4

k k k

k k k

k k k k

k

f x x x x

x

  

= = =


− −

=

−
 = +  + −  + + +  −

= + + + −

  

 ，

因此 (7) 1 11
(2 (2 2) (2 2)

4

t t t

tta − −= + + + − 。                             ■ 
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8. m→時 

當 m→時，即表示陣列 ( )m

tta 為 ( )

tta  的情況，由定理 7.2 知， ( )

tta  的生成

函數為
1 2 1 4

( )
2

x x
f x

x

− − −
= 。 

而另一方面，當 m→時， ( ) ( )mf x f x→ ，我們也可透過定理 14 知， ( )f x 滿

足 ( ) ( )
1 2 ( )

x
f x

x xf x
=

− −
，移項後得 2( ( )) 2 ( ) ( ) 0x f x xf x f x x− + − = 。此式也與

定理 4.3 的證明中的生成函數的關係式相同。 

參、 研究結果與討論 

一、 研究結果 

(一) 終點位置 

    在 m n 階旋轉方塊中，以 11R 為起點，終點只能是 1nR 或 1mL 。 

(二) 不同終點最短路徑數的關係 

    在 m n 階旋轉方塊，抵達右側終點 1nR 的方法數，與 ( 1)n m+  階土地時，抵

達左側終點 1mL 的方法數相同，即
( )1  mn n m

r l
+

＝ 。 

(三) 最短路徑數的遞迴關係、生成函數與一般式 

1. 已知在行列土地個數相同時中，抵達右側與左側終點的關係為：

( )

(2 1)(2 1) (2 )(2 ) (2 )(2 ) (2 1)(2 1)tt t t t t t t t ta r r l l

− − + += = = =  ，其中

2
( ) ( ) ( ) ( )

( 1)( 1) ( 1 )( 1 )

1

2
n

tt t t ii t i t i

i

a a a a
−

   

− − − − − −

=

= + 。一般式為 ( ) (2 )!

( 1)! !
tt

t
a

t t

 =
+

，即

(2 1)(2 1) (2 )(2 ) (2 )(2 ) (2 1)(2 1)

(2 )!

( 1)! !
t t t t t t t t

t
r r l l

t t
− − + += = = =

+
 。 

2. 已知在 m n 階旋轉方塊時，抵達右側與左側終點的最短路線數關係為： 

( )

( )(2 ) ( )(2 1) (2 1)( ) (2 )( ) m

tt m t m t t m t ma r r l l− += = = =
。 
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(1) (2) 1tta = ，即
( ) 2(2 1)2 2

1tt
r r −= = 。 

(2) (3) (3) 1

( 1)( 1)2 2t

tt t ta a −

− −= = ，即 1

3(2 ) (3)(2 1) 2t

t tr r −

−= = 。 

(3) 
2

(4) (4) (4)

( 1)( 1)

1

1 5 3 5 1 5 3 5
2 ( ) ( )

2 22 5 2 5

t
t t

tt t t ii

i

a a a
−

− −

=

− + + + −
= + = + ，即

4(2 ) 4(2 )

1 5 3 5 1 5 3 5
= ( ) ( )

2 22 5 2 5

t t

t tr r
− + + + −

= + 。 

(4) 
12 2

(5) (5) 1 (5) (5) (3) (5)

( 1)( 1) ( 1 )( 1 ) ( 1)( 1) ( 1 )( 1 )

1 1

3 1
2 2 =2  

2

tt t
i

tt t t t i t i t t ii t i t i

i i

a a a a a a
−− −

−

− − + − + − − − + − + −

= =

+
= + + =  ，

即
1

5(2 ) 5(2 1)

3 1

2

t

t tr r
−

−

+
= = 。 

(5) 
2

( ) ( ) ( 2) ( )

( 1)( 1) ( )( )

1

  = 2   5
t

m m m m

tt t t t k t k kk

k

a a a a m
−

−

− − − −

=

+ ， ；可得 ( )m

tta 的生成函數的關

係式 2 ( ) ( )
1 2 ( )

m

m

x
f x

x xf x
+ =

− −
。 

(6) 
2

(6) (6) (6)

( 1)( 1)

1

1 5 3 5 1 5 3 5
 = 2  ( ( ) ( ) )( )

2 22 5 2 5

t
t t

tt t t kk

k

a a a
−

− −

=

− + + + −
++   

      0.10757 3.24696 0.34930 1.55497 0.54313 0.19806t t t  +  +  ，即

6(2 ) 6(2 1) 0.10757 3.24696 0.34930 1.55497 0.54313 0.19806t t t

t tr r −=   +  +  。 

(7) 
12

(7) (7) ( ) 1 1

( 1)( 1)

1

3 1 1
 2   (2 (2 2) (2 2)

2 4

tt
m t t t

tt t t kk

k

a a a
−−

− −

− −

=

+
= = + + + −+ 。 

(8) ( )

tta  的生成函數的關係式
1 1 4

( ) 1
2

x
f x

x

− −
= − + 。 

二、 討論 

(一)  終點位置 

    我們首先將旋轉方塊的實體模型逐步簡化為左下右上點的連接圖，進而探究以

11L 作為起點，何點可以作為終點。在 2 2 、2 3 、2 3 階旋轉方塊中，我們發現並

定義了構造 S 和順、逆時針迴圈，並發現旋轉方塊是由順、逆時針互相交錯，構造

S 連結組成。藉此得知，在 m n 階旋轉方塊中，由起點 11L 進入後，僅能以 1nR 、 1mL

兩點作為終點。 
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(二)  最短路線方法數 

1. 圖形觀察 

    藉由圖形觀察，我們先找到 2 n 、 2m 階旋轉方塊的簡化圖形，進而推得

n n 階以及 m n 階旋轉方塊的簡化圖形。利用已知圖形，我們便可以在計算最

短路線數時觀看特定方向的路段，利用加法原理推得最短路線數。此外，藉由

圖形觀察也直接得到在 2 n 、 2m 階旋轉方塊中到兩終點的最短路徑數。 

2. mnl 和 mnr 的關係 

    我們觀察起點到終點 mnR 和另一終點位置的關係。在起點位置、道路方向不

變的情況下，將旋轉方塊鏡射並加一橫列調整，得到關係式 ( 1)mn n mr l += 。我們得

知只需要求得抵達其中一終點的最短路線數，即可求得另一終點的最短路線數。 

3. 旋轉方塊的行列相同 

    在行、列數相同的旋轉方塊中，透過已知的圖形規律性，利用加法原理得

到過程中 ( )

sta  的遞迴關係式，並利用數學歸納法證明得到 ( )

tta  遞迴關係式。又利

用其遞迴關係式，我們可得生成函數。此外，我們更於參考資料(2)中發現 ( )

tta 

即為卡特蘭數。 

4. 旋轉方塊的行列不同 

    得到簡化圖形規律性後，我們利用加法原理得到過程中 (3)

sta 、 (4)

sta 、 (5)

sta 的遞

迴關係式，並利用數學歸納法證明 (3)

tta 、 (4)

tta 、 (5)

tta 得到其遞迴關係式。再者，我

們發現 (5)

tta 的遞迴關係式有 (3)

tta 的一般式，因而著手探究 ( )m

tta 和 ( 2)m

tta + 的關係。

透過「係數圖」的推導，我們發現 ( 2)m

tta + 分解過程的係數為 ( )m

tta ，即得利用數學

歸納法得到其關係式。 

    接著，我們嘗試求行列不同的旋轉方塊中最短路徑數一般式。透過已知的

遞迴關係式，我們利用生成函數推導其羃級數，進而得到 (4)

tta 、 (5)

tta 的一般
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式。然而在 6m  時，雖能得到生成函數的 2mf + 和 mf 的關係式，但尚未能將其轉

換為一般式，討論如下： 

  由遞迴關係式
2

( +2) 2 ( ) 2

( 1)( 1) ( )( )

1

 = 2    5
t

m m m m

tt t t t k t k kk

k

a a a a m
−

+ +

− − − −

=

+ ， ，進而得到 ( )m

tta 和

( 2)m

tta + 的生成函數之間的關係： 

2 ( ) ( )
1 2 ( )

m

m

x
f x

x xf x
+ =

− −
。 

    然而在將其轉換為一般式時，我們可以推得 ( )mf x 的一般式為分子、分母均

為
2

m 
 
 

次多項式的分式，但當 6m  時，分母的次數大於 2 次，除非透過繪圖軟

體畫出圖形再找出根的近似值，否則不易判斷是否能將分母分解成實係數一次

因式，因此雖然得到其生成函數，但仍難展開成冪級數以獲得各項的係數，因

此尚無能力寫出 ( )m

tta 的一般式。 

5. 卡特蘭數的生成函數   

    我們假設當 m→時， ( ) ( )mf x f x→ ，便可由 ( )mf x 和 2 ( )mf x+ 關係式得到

( ) ( )
1 2 ( )

x
f x

x xf x
=

− −
，利用此式所得到的。而經由轉換後，我們更發現得到的

1 2 1 4
( )

2

x x
f x

x

− − −
= ，與利用 ( )n

tta 的遞迴關係得到的生成函數是相同的，此

生成函數即為卡特蘭數的生成函數。 

肆、 結論與應用 

一、 未來展望 

(一) 總路線數的計算 

得知最短路線數後，我們亦期望求得總路線數。經由路線精簡，我們得知旋轉
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方塊是由構造 S 和順、逆時針迴圈組成。而且，我們可以進一步推衍其行走規則：

走經構造 S 時，至多經過其兩條平行箭頭（即兩條藍色或是兩條橘色）；而走經迴圈

時，為了不重複計算已走過的路線，則至多經過其三條相連箭頭。 

【構造 S】  【順逆時針迴圈】 

    也因此，我們可以透過已知的圖形，計算路線中走過幾條構造 S 的箭頭得知總

路線數。定義在某路線中走經構造 S 內藍色（橫向）箭頭數量為 S 、橘色（縱向）

箭頭數量為 'S ，可知在不討論邊界情況時，每個構造 S 中符合 '0 , 2S S  ，且 ',S S

必有一項為零。而我們又知道每一個圖形中有幾個構造 S，便可以分別討論出總路

線數。 

    舉例而言：在 2 2 階旋轉方塊中，在計算通往右邊終點的總路線數時，我們

首先忽略 3S （因為構造 S 和左邊終點有相關，而和右邊無關）以及 4S （從起點出

發繪圖時不會存在）。因此共剩兩個構造 S，由於由起點出發後和抵達終點前皆分

別會經過一個構造 S，因此可得 '

1 11 S S + 且 '

2 21 S S + ，又綜合行走規則可得知

' '

1 1 2 22 4S S S S + + +  。因此可以求得到右邊終點的總路線數共有 4 條：

' '

1 1 2 2( , , , ) (1,0,0,1),  (0,1,1,0),  (2,0,2,0),  (0,2,0,2)S S S S = 。 

   

          【 2 2 示意圖】   【3 3 示意圖】 

    然而，當圖形規模擴大，討論總路線數時， 1 2 3 4   S S S S、 、 、 等將互相限制對

方。舉3 3 階旋轉方塊圖形為例。我們省略了不必要的構造 S 後，剩下 7 個構造
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S。考慮起點開始、終點結束，因此得 '

1 11 S S + 且 '

4 41 S S + 。綜合上述可知

' ' '

1 1 2 2 7 73 +... 14S S S S S S + + + + +  。然而由於其內部潛在關係限制，因此我們仍舊

沒有能力解開。舉例而言，當 1=2S 時， ' '

2 2 3 31 1S S S S+  + 且 ，因此無法考慮上述

值為 0 的情況。而規模擴大後，潛在關係限制繁複，因此我們尚未能解決此問題。 

(二) 旋轉方塊種類推廣 

  我們目前僅就同向雙勾形的道路做研究。然而，除了同向雙勾型的旋轉方塊，

我們亦可討論不同向雙勾形的旋轉方塊，如【圖十九】。其土地中有一個以上的道路

和整體方向不同的旋轉方塊。而在粗略的探究中，我們可以發現不同向雙勾形的旋

轉方塊異於同向雙勾形旋轉方塊，其多了一些新的元件，也因此需要額外討論。 

舉 2 2 階旋轉方塊為例，我們可以發現兩個新的元件： 

1. 「小圈」：由二橋和二路直接連接而成。其沒有方向性，因此即使根據遊戲

規則不回頭走，在廣義討論中出現迴圈的情況下，仍舊可以改變迴圈方向，

因而可推斷其會影響終點位置。 

2. 「阻隔」：由兩個以上同向路組成的。舉此例而言，相較於同向雙勾型的旋

轉方塊有兩個終點，不同向雙勾型的旋轉方塊中的「阻隔」將使終點數減為

一個。因此可推斷此元件會獨立於其他道路和橋，導致於可行終點數減少。 

     

                   【圖十九】           【小圈】      【阻隔】 

二、 結語 

  本篇研究由旋轉方塊的路、橋定義作為開頭，在研究中逐漸簡化複雜的實體，並發

現如構造 S 和順、逆時針迴圈等元件，透過這些元件的討論思索可能的終點位置。而後，
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在最短路線數的討論上，我們首先了解到抵達兩個終點的關係，接著發現 n n 階旋轉方

塊中，最短路徑數數列為卡特蘭數。了解 m n 階旋轉方塊中最短路徑數的遞迴關係式外，

我們亦找到之間的遞迴關係式，進而可推得所有規格的最短路線數。另一方面，在一般

式推廣的部分，我們則發現了生成函數的遞迴關係式，將其取極限後再度得到卡特蘭數

的一般式。然而，除了尋找最短路線數的一般式外，此題目仍尚有很大的發展空間。無

論是在總路線數的討論或是道路的變換，都可以做為未來研究的課題。 
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【評語】010027 

本問題由遊戲出發，探討一個特殊網路拓樸，「路」，「橋」交

錯可以到達的終點位置，並估算最短路徑的數量。主要的解題技巧，

是將問題畫成m x n 的方格圖形，觀察出 S 結構、迴圈、明顯路

徑等等特徵，並使用遞迴數列以及特徵函數去求解。就思路來講，

清晰明瞭、也很合理。但是，有一個重要問題。在化成 m x n 階

方格時，每一組不同 m 和 n 都會對應到不同結構的方格，但是

在之後的分析，這些拓樸特徵卻沒扮演任何角色，而且作者可以令 

m 趨近無窮大(作品說明書 page 18)，比較奇怪! 這些不同結構的

方格，造成複雜的邊界，應該不易處理才對。因此作者僅能夠處理

跟邊界無關的最短路徑，對於更重要的問題：求所有路徑數，還是

無法解決。建議作者能夠就這一點去努力改進。 
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